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Neste trabalho pretende-se fazer um estudo das EDP's de forma simples, clara e 
objetiva para que qualquer principiante nesta área da matemática possa entender e quem sabe 
passar a gostar mais de estudá-las. A importância das EDP”S está no fato de que elas 
representam modelos matemáticos de processos físicos e, portanto, podem ser aplicadas em 
várias_áreas do conhecimento humano, como Engenharia, Química, Biologia, Física dentre 
outras. Porem, este texto limita-se ao estudo e a aplicação das EDP°s como modelos 
matemáticos para fenômenos terrnoelásticos. 
A tennoelasticidade é uma teoria que estuda o efeito do campo de temperatura 
sobre o campo de tensão e o efeito associado do campo de tensão sobre as condições térmicas 
num sólido elástico. 
Entende-se por elasticidade a capacidade do corpo para restabelecer sua 
configuração original depois que as forças que causam a deformação sejam retiradas. Mais 
precisamente, elasticidade é um estado do meio contínuo que é caracterizado pela relação um 
a um entre as componentes de tensão e deformação, sendo que tuna deformação nula 
corresponde a uma tensão nula. 
Quando um sólido é deformado por meios mecânicos ou térmicos aparecem o 
campo de deslocamento u e o campo de temperatura não uniforme T. Estas mudanças 
implicam na criação de um campo de velocidade V e uma distribuição de tensão e 
deformação. Seguindo a tal deformação do estado de equilíbrio, a energia é transferida de 
uma parte do sólido para outro por deformação elástica e por condução de calor, então, a 
teoria termodinâmica de processos irreversíveis serve para deduzir as EDP”S que descrevem 
esse fenômeno.
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1. NoTAs H1sTÓR1cAs 
O desenvolvimento das equações diferenciais parciais ' está ligado ao 
desenvolvimento geral da matemática e não pode ser separado dele. Para fomecer alguma 
perspectiva histórica, indica-se aqui algumas das tendências principais na história desse 
assunto identificando os matemáticos atuantes no período inicial de desenvolvimento que 
mais se destacaram. -
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As equações diferenciais começaram com o estudo de cálculo por ISAAC 
NEWTON e LEIBNIZ. ISAAC NEWTON (1642 - 1727) nasceu na Inglaterra e suas 
descobertas sobre o cálculo e as leis da mecânica datam de 1665, mas só foram publicadas em 
1687 no seu livro FHILOSOPHIAE NATURALIS PRINCIPIA MATHEMATICA. Seu 
desenvolvimento do cálculo e a elucidação dos princípios básicos da mecânica forneceram a 
base para a aplicação das equações diferenciais no século XVIII. NEWTON classificou as 
equações diferenciais de primeira ordem de acordo com as formas 
dy dy dy 
› ã"ƒ(x)› e `à;_f(xry) 
GOTTFRIED W. LEIBNIZ (1646 - 1716) nasceu em Leipzig na Alemanha e chegou aos 
resultados fimdamentais do cálculo independentemente de Newton. É devido a ele a nossa 
notação para a derivada gl e o sinal de integração. Descobriu o método de separação de
x 
variáveis em 1691 e 0 procedimento para resolver equações lineares de primeira ordem em 
1694. DANIEL BERNOULLI (1700 - 1782) concentrou seu interesse nas equações 
diferenciais e suas aplicações. Desenvolveu estudos sobre a equação da onda, onde escreveu a 
solução do problema da corda vibrante em forma de séries trigonométricas a partir de 
considerações físicas. 
LEONHARD EULER (1707 - 1783) desenvolveu a teoria de fatores integrantes, 
encontrou a solução geral para equações lineares homogêneas com coeficientes constantes em 
1743. Fez contribuições importantes em equações diferenciais parciais no estudo da equação 
de onda. 
J. FOURIER (1768 - 1830) matemático francês que desenvolveu o problema de 
uma função ser representada por uma série trigonométrica chamada série de Fourier. 
Desenvolveu estudos sobre a análise harmônica com a dedução da equação do calor, escreveu 
a solução da equação do calor como uma série trigonométrica. . - 
No século XIX as equações diferenciais parciais começaram a ser estudadas 
intensamente, à medida que se tomava claro o seu papel crucial em fisica matemática. 
CONSTANTINE DAF ERMOS (1948~ ) matemático grego que trabalha na 
interface da mecânica do contínuo e a teoria das equações diferenciais parciais, nos últimos 
anos a sua pesquisa esta focalizada em sistemas hiperbólicos não lineares de leis de 
conservação, cujas soluções desenvolvem espontaneamente singularidades que se propagam 
como ondas de choque. Também, seu interesse está concentrado nos resultados que surgem na 
interseção da termodinâmica e a análises desses sistemas e trabalha intensamente para
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elucidar a importância da entropia como agente de estabilização. Foi uns dos primeiros 
matemáticos que estudou os sistemas termoelásticos clássicos, ver, Dafermos (1968) [6] 
2. EQUAÇÕES D1FERENc1A1s PARc1A1s (EDP's) s 
Neste capítulo, pretende-se estudar as equações diferenciais parciais que são assim 
chamadas, pois envolvem as derivadas parciais de uma ou mais variáveis dependentes com 
relação a duas ou mais variáveis independentes. Por exemplo 
ôfu(x,t)=ôÍu(x,t)-ô,u(x,t) (2.l) 
onde x e t na equação (2.l) são as variáveis independentes, enquanto u(x,t) a variável 
dependente. ' 
Toda equação diferencial parcial possui uma ordem, que é estabelecida pela maior 
ordem da derivada da função dependente. Por exemplo, 
' 
ô,u(x,t) -a2õÍu(x,t) = O (2.2) 
A 
A equação (2.2) conhecida como equação unidimensional do calor que descreve a 
condução do calor em corpos sólidos é uma equação diferencial parcial de segunda ordem. 
As equações diferenciais também são classificadas como lineares e não-lineares. 
Uma EDP linear é caracterizada pelo fato de que a variável dependente e suas derivadas estão 
no primeiro grau, e também por não ocorrer produto entre a variável dependente _e suas 
derivadas. Por exemplo,
_ 
. ôfu(x, t) -a2õÍu(x, t) = 0 ` (2.3) 
A equação (2.3), mais conhecida como equação unidimensional da onda, descreve 
movimentos ondulatórios em sólidos ou fluídos, é uma EDP linear. 
As EDP”s lineares também podem ser classificadas como homogênea e não~ 
homogênea. A EDP homogênea é caracterizada pelo fato de que cada termo da equação deve 
conter a variável dependente ou suas derivadas parciais.
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2.1 SOLUÇAO DE UMA EDP LINEAR 
Define-se como solução geral de uma EDP linear uma solução da mesma que 
contenha funções arbitrárias formando assim um conjunto de todas as soluções particulares da 
equação.
_ 
Por exemplo, considere a função 
u(x, y) = f (xy) (2.4) 
onde f (xy)é uma fimção arbitrária de xy. Derivando u(x, y) com relação a X assim 
õXu(x,y) = f'(xy)y (2.5) 
Agora com relação a y, logo: 
õyu(x, y) = f'(xy)x (2.6) 
Somando as equações (2.5) e (2.6), 'assim sendo temos 
õxu(x, y) + õyu(x, y) = f'(xy)(x + y) (2.7) 
Da equação (2.6) vem, 
, ô u x, y f (xy) = -L) (2.8)x 
Substituindo a equação (2.8) na equação (2.7) vem: 
xõxu(x, y) = yÕyu(x,y) (2.9) 
A equação (2.9) e' uma EDP que tem como solução geral a fimção 
DE 
u(×›Y) =f(×Y) 
Se ul, u2,... , un forem n soluções de uma EDP linear homogênea, então urna 
combinação linear destas soluções dada como a função u = c1u1+c2u2+...+cnun onde c1,c2,... 
, cn são constantes arbitrárias, também é solução da mesma EDP. Este resultado é chamado 
de Princípio de Superposição. ' 
2.2 OUTRA CLASSIFICAÇÃO 
Algumas leis físicas em formas de equações diferenciais parciais em duas 
variáveis independentes formam casos especiais de equações diferenciais lineares 
homogêneas de segunda ordem, onde o caso geral é: 
aõíu (X, y) + Zhõíyu (X, y) + bõšu (X, y) + Zfõxu (X, y) + Zgõyu (X, y) + eu(x, y) = 0 (2. l 0) 
onde a, b, e, f , g, h são constantes ou funções de x e y.
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de onde vem, 
ab - hz > 0, elipse 
ab - hz = 0, parábola l 
ab - hz < 0, hipérbole 
E pela semelhança da relação (2.1 1) à equação diferencial (2.l0) será classificada em, 
elíptica, quando ab - hz > O ~ 
parabólica, quando ab - hz = O 
hiperbólica, quando ab - hz < 0 
2.3 CONDIÇÕES DE FRONTEIRA 
As equações diferenciais parciais devem satisfazer certas exigências conhecidas 
como condições de fronteira. Uma EDP e um conjunto de condições de fronteiras podem 
representar um fenômeno físico, se este tiver solução única. 
Seja a equação diferencial dada por 
yäyumy) = ×äzu(x,y) 
Procura-se uma solução da equação diferencial parcial anterior, que satisfaça as seguintes 
condições de fronteiras 
u(x,0) = 1, u(O,y) = 1 
Ôxu(0›Y) = 0 
verifica-se que u(x,y) = cos(x. y) satisfaz a equação e as condições de fronteiras. 
As condições de fronteiras devem fazer com que as EDP°s tenham soluções únicas 
e estáveis. Tais condições aparecem em estudos de fenômenos físicos. 
Um exemplo são as condições de Cauchy, onde uma das variáveis independentes é 
a variável t (tempo) e são conhecidos os valores de u(x,t) e de sua derivada no tempo 
â,u(x,t) para t = 0.
10 
2.4 AUTOVALORES E AUTOFUNÇÕES 
Os autovalores são os valores que colocados na equação diferencial faz com que 
ela apresente soluções não-triviais. As soluções não-triviais são chamadas de autofunções. Os 
autovalores aparecem no estudo de fenômenos físicos como a solução da equação do calor e 
na solução da equação da onda. 
Por exemplo, seja o problema dado pelas seguintes relações, 
y"+Ãy=0, y(0)=0, y(L)=-«O (2.12) 
Este problema é de grande importância pela sua aplicação na resolução da equação da onda 
e do calor. _ 
Para resolver o problema (2.12) deve-se considerar os casos em que X < 0, 7» = O e À > 0. 
Sendo À < O e fazendo À = ---¡u2, vem 
y"-uzy = 0 (2-13) 
Onde y = e”, y' = re” e y" = rzerx, então T2-uz = O é o polinômio 
característico da equação(2.13), onde r = ii ou r = -pt. A solução geral para a equação (2.l3) 
pode ser escrita como: 
y = cl ¢‹›s(h,iz) + cz sen(h,ix) (2.14) 
Aplicando as condições de contorno, vem cl = 0 e cz = O. Logo a única solução é 
y = O. Sendo 7» = 0, então y" = 0, com solução geral dada por y = c3x+c4, e pelas condições de 
contomo vem que c3 = O e C4 = 0. Assim a única solução é y = 0. 
Sendo À > O e fazendo X = 1.12, vem: 
y"+u2y=0 (2.15) 
onde rz + #2 = 0 é o polinômio característico da equação(2.15). Logo, r = ui ou r = -pi. 
A solução geral é da forma: ' 
y = A.cos(/lx) + B.sen(¡1x) (2.16) 
Onde A e B são constantes arbitrárias. Para satisfazer as condições de fronteira, vem que: 
A= 0 e B-sen(¡.¿L) = O (2.17) 
Da equação (2.17) segue que B é não nulo que: - 
uL_ = nr: 
1171.' ' 
pt = -L-, n= 1,2,3, 
Portanto os autovalores e as autofunções são da forma: 
t /1,, =( "L-")2 e yn = B.sen(1;J-5), n = 1, 2, 3, respectivamente. (2.18)
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3. SÉRIES DE FQURIER 
3.1.. FUNÇÕES PERIÓDICAS 
Uma função f: IR -› IRZ. é dita periódica de período T se ƒ (x + T) = f (x). As 
funções f (x) = cos x e ƒ (x) = Senx são periódicas de período 21:. Pretende-se determinar o 
período da função ƒ (x) = cos(-mil). 
Sabendo que f (x + T) = ƒ (x), então devemos verificar 
2 
cos §= cos 
cos( -+--mfx mf) = cos(-mfx) sendo y = -mfx, 'então 
'_ cos cos (y + = cos(y) 
Assim mTT” = 21:, pois cos y tem período 21:. Logo T = ii 
Se T é o período da função f (x) então qualquer nT, com n E Z, tambem é 
período de ƒ(x), onde o menor período positivo é chamado de período ftmdamental. Assim 
TTLTIÍX T = 2L é o período ftmdamental para f (x) = cos(T-). 
3.2. ORTOGONALIDADE DAS FUNÇÕES SENO E COSSENO 
As funções sen(Tf-Í) e msg) com m = 1, 2, 3, ..., fonnam um conjunto 
ortogonal de funções no intervalo [-L,L]. Elas satisfazem as relações de ortogonalidade: 
0, m ¢ n 
ƒfL cos(%).cos(-75:JE)dx = { L, m = n (3.1) 
ffL cos(É1-,Í-5).Sen(71¡ifi)dx=0, Vm, n (3.2) 
0, m=#n 
ƒfLsen($”f).sen(1§í)dx = L, mzn (33)
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Verifica-se cada uma das propriedades anteriores utilizando propriedades trigonométricas e 
integração por partes. ` 
3.3. COEFICIENTES DE FOURIER 
Considere a série trigonométrica dada pela seguinte expressão, 
-azi + Ê am cos + bmsen ` (3 .4) 
m=l 
Supõe-se que a série (3.4) converge e seja a soma f(x), então: 
P 
f‹×›=f§+2âz1[am.c‹›s‹1,Í'f›+ 1›m.s1n($›1 (15) 
Pode-se determinar uma relação entre os coeficientes am, bm e f (x). Para isso multiplica-se 
a equação (3.5) por cos(%t£), onde n é inteiro positivo fixo, e aplica-se a integral em 
relaçãoaxde-LaL P « 
L 1. L 
ƒ__L f (x). cos("Qi)dx = ƒ_L Ê cos( -7111:-x)dx+2°,$,=1 am ƒ_L cos( $).cos( n¡J2)dx+ 
L mrcx nrrx Zfiwl bm f_L sen(-I:-).cos(-L-)dx (3.6) 
Pelas relações de ortogonalidade (3.l) e (3.2) segue que o termo não nulo na 
equação (3.6) é o termo onde m = n no primeiro somatório. Assim 
ƒíL ƒ (x). cos($)dx = a,,.L 
an= É ƒ_'1Lƒ(x). ¢‹›s("T””)dx, n = o, 1, 2, (3.7) 
Para Vo cálculo de bn usa-se um procedimento análogo, porém multiplica-se a equação (3.5) 
por sen( %) e aplica-se a integral de - L a L. Assim encontra-se a equação: 
1›n=§ ƒjLf(x). st-np("Lfl)âx, n = 1, 2, 3, (as)
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3.4. sÉR|Es DE |=ouR|ER 
Teorema de Fourier: Seja f uma função periódica de período 2L. Se f e f' são 
ambas contínuas por seções em[-L, L], então ƒ é representada pela série (3.4), sendo os 
coeficientes am e bm calculados pelas fórmulas (3.7) e (3.8) respectivamente, com o seguinte 
sentido de convergência: 
0 A série converge para ƒ(x) em cada ponto x E (-L, L) em que f é contínua. 
0 A série converge para š[limk_,,,- f (k) + limk_,x+ f(k)] em cada ponto x E (-L,L) 
em que f é descontínua. 
0 A série converge para Ê [lim¡,,_,,,- f (k) + limk_,x+ f (k)] em cada extremo: -LeL 
Suponha-se que existe uma série de Fourier convergindo para a função f definida 
por: 
-1 - 2 S x S 0, 
f (X) = 
1 O S x S 2 (3~.9) 
f (X + 4) = f (X) 
' Pretende-se determinar a série de Fourier convergindo para a função ƒ (x). 
A função ƒ(x) é periódica de período T = 4, então L = 2 e a série de Fourier tem a 
fonna: 
ƒ(x) = % + 2;°§',=1[am.cos(%5) + bm.sen(Éš-Í) (3.10) 
Cálculo de ao com m = 0. ao =šf£2(-1)dx + šfoz 1dx * 
0 2 
ao.-zÍší_ +š =1-1=o (3.11) 
-2 o 
Cálculo de am =% ƒfz -- cos dx + Ê foz cos dx 
a " - 
_ 
sen "mx sen "mx m mr: 2 mn' 
¢m=§.o + ão =am=o, m=1,2,3,... (312) 
Cálculo do coeficiente bm 
bm = šƒfz - sen dx + šƒoz sen dx
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O 2 
bm = [š(%($))l + E ($))] ¬ 
V 
-2 O 
2 2 bm = 'gt' _ 'n-L1;C0S(Tn7T) 
bm = -š;(1 - cos(mrr)) 
0, mpflr
_ 
~ b..,= 4 , (113) -i, 1TllII1paI` 
Il'l7Z' 
Substituindo-se os coeficientes am e bm encontrados nas expressões (3.12) e (3.13) 
na série (3.l0) encontra-se f(x) = 2T,=1,3,5,___ [Ê sen 
_ 4 DO sen(2n-1)1tx/2 f(x) ' 7zÊfl=1 (3.14) 
4. MÉTODO DE FOURIER 
O método de Fourier é um dos métodos de resolução- de EDP°s, ele consiste na 
combinação do princípio da superposição com o método de separação de variáveis, que 
assume que a variável dependente é igual ao produto de duas funções, cada uma dependendo 
apenas de uma das variáveis independentes. = 
_ 
Para entender melhor 0 método, considera-se o seguinte problema:
1 
â,fu(x, t) = -a7ô,2u(x, t) (4.1) 
A EDP (4.1) é conhecida como equação unidimensional da onda. Seja as 
condições de fronteiras de Dirichlet 
u(0,t) = u(L, t) = 0, t Í2 0; 
u(x,0) = f(x), OS x S L; (4.2) 
â,u(x, O) = g(x) OS x S L; 
Onde f e g são funções dadas, e L tuna constante dada. Admite-se uma solução separável da 
forma: 
u(x, t) = X(x). T(t) (4.3) 
Onde X é função de x e T é função de t, então a equação (4.1) ñca da forma: 
1
L 
e âzxxr = ¿5â§T.x
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azx 1 azr T.- = -X- dX2 az dT2 
azx _ ~ a2T _ ~ fazendo É - X e Ê- T , logo: 
TX!! = i2XTII 
- ll 
Dividindo-se os dois lados da equação por X. T 96 0, logo: 
XII À TH 
X ` a2T 
Para que essa igualdade seja verdadeira é necessário que: 
- 
T" _ X" _ É; - Â. C Y - Â , 
Onde 7» é uma constante de separação. Assim tem-se: 
T"-/la2T = O (4.4) 
‹ X"-AX = o _ _ (4.5) 
As equações (4.4) e (4.5) são EDO”s lineares de segunda ordem. O candidato a solução da 
equação diferencial deve ser, u(x, t) = X (x).T(t), e deve satisfazer as condições de 
fronteira u(0,t) = u(L, t) = 0, então: 
u(0, t) = X (0). T(t) vt; 
u(L, r) = X (L). T(t) vt, 
pretende-se evitar a solução trivial, portanto T(t) ab 0. Assim X (0) = X (L) = 0 (4.6) 
Agora resolve-se a equação (4.5) que consiste no problema de autovalores estudado na seção 
(2.4). 
` ' 
` Sendo 7» < 0 e fazendo X = -112, encontra-se a solução geral X = C1. cos(¡1x) + 
cz sen(;¿x). Aplicando as condições de contorno (4.6), logo cl = O e cz. sen(,uL) = O, 
portanto os autovalores são da fonna:
2 
an = _ n = 1, 2, 3,... (4.7) 
E as autofimções são da forma: 
TITUC 
. xn = ¢,,.sen (T) n=1,2, 3,... . (4.s) 
Verifica-se que quando 9» = O e 7» > 0 não existem autovalores e autofimções. Agora resolve-se 
a EDO (4.4), substituindo o valor de X encontrado na expressão (4.7), Logo: 
T" + (W:-”)2.T = 0, 
sendo T(t) = e" , T' = re" e T" = rze", assim o polinômio característico é T2 +
2 Cl TL' l1Tl7|.' . . ,_, , = 0 , de onde vem, T1 = -í-L e T2 = - mgl L, a soluçao geral e dada por:
16 
T(t) = dl. cos + dz. sen (4.9) 
Onde 'dl e dz são constantes arbitrárias. ' 
Substituindo-se os valores encontrados nas expressões (4.8) e (4.9) na equação 
(4.3), obtém-se: 
a(x,z) = cz. son _ [an cos + az san 
a(x,ú) = [alan cos + azcz sao .son 
sendo ala, = an c azcz = bn, cmâo n 
an(x,r) = [an cos + bn son .san 
sendo n = 1, a1(x, z) = [al cos + bl sao .sco 
n = 2, a2(x, c) = [az cos + bz seo .soa 
n = k, un (x, t) = [an cos + bn sen .sen 
Ondeas constantes al, az, ..., ak e bl, bz, ..., bn são constantes arbitrárias. Fazendo k -› DG e 
somando membro a membro os valores encontrados para un(x,t), então 
un(x, t) = 2°n”=1 [an cos + bn sen .sen (4.10) 
onde an e bn são os coeficientes de Fourier. A equação (4.10) é a solução geral da equação 
(4.1) satisfazendo as condições de fronteira u(0,t) = u(L, t) = 0, t E O. Agora verifica-se as 
condições 
u(x,0) =ƒ(x), 0 S x S L 
âtu(x,0) = g(x), 0 S x S L V 
E estas condições determinam as constantes arbitrárias an e bn. 
u(x, Ô) = 2°n°=1 [an cos + bn sen .sen 
u(x, 0) = 2§=1[an cos O + bn sen 0]. sen 
nfix u(x,0) =' 22,21 an sen = ƒ(x) (4.l'1) 
Para o cálculo de an multiplica-se a equação (4.11) por sen e aplica-se a integral em 
relação a x de O a L, então 
L 0,, _ L . 
fo ƒ(x).sen dx = En =1 an fo sen (7%)Í).sen dx, Calcula-se o numero fixo 
TITEX STIX 
ƒtfsen (-2-).sen dx senafisi
17 
ff sen . sen dx = cos dx - -Ê-ƒoL cos dx 
L L 
J: Sen ' sen dx = 2(n-Z-I-s)1r sen [(n_-lf)nx] 2(nfi-s)rt sen [(n+:.)nx 
L nrrx srtx . 
fo sen . sen dx - 0. se n ¢ s. 
Para o caso em que temos n = s, então: 
L nnx 2 1 L znnx 
fo [sen dx - Efe [1- cos (fu dx
2 
fg' [sen dx = dx- cos dx 
L L 
f; [Sen('1;1)]2zx z; (2$)
0 
fg' [sen (%2Í)]2dx = - -0 






L nrrx L 
[0 
ƒ(x). sen dx - an E 
an = É ƒ0*f(x).sen dx (4.12) 
Para determinar bn utiliza-se a ultima condição de fronteira â,u(x, 0) =g (x).
n 
Antes,_ deriva-se a equação (4.l0) com relação a t e aplica-se t = 0. Assim vem 
â,u(x, t) = 2*n°=1 [-an fisen (Mat) + bn mm cos (mmfl . sen . 
1. L 1. 1. 1. 
Substituindo-se t = 0, vem 
00 
â,u(x, 0) = E [-an Egg sen 0 + bn 711,2 cos 0] sen
1 11: 
âtu(x, 0) = 2§=1 bn $ sen
18 
.q(x>=2ä=1bn$sen($) ‹4.13› 
Para o cálculo de bn multiplica-se a equação (4.13) por sen e depois aplica-se a integral 
em relação a x de 0 a L, então 
H 
ƒ0L g(x). sen dx. = 2§'1°=1 bn sen . sen dx. 
Sabe-se que ' 
O,‹se n ¢ s 
L mrx srrx _ L _ 
fo sen . sen dx - 2, se n s. 
Logo,
i 
L nrrx nrra L
. 
J; 
g(X).S€l'l dx - 
1lT|.'X 
bn = É.f:g(x).sen_(T) dx. 
u _ 
(4.14) 
Portanto, a solução para a equação (4.l) satisfazendo. as condições (4.2) é dada pela equação 
(4.l0) com os coeficientes ane bn calculados pelas equações (4.12) e (4.14) respectivamente. 
5. ANÁLISE DAS EQUAÇÕES DA oNDA E Do CALOR 
“ 5.1 CONDUÇAO DE CALOR EM UMA BARRA - - 
O estudo matemático de condução do calor começou em torno de 1800 pelo 
matemático J. Fourier que estabeleceu a partir de princípios físicos a equação geral que devia 
satisfazer a temperatura u(x,t). 
Seja o problema da equação de calor: 
zz e cz [(o,L) × (o, +‹×›)] C [[o,L] × [o, +‹×›]] 
a2â,šu = âtu, Osx SL, rzo 
u(0,t) = u(L, t) = 0, t 2 O (5.1) 
(x,0) = p(x), O S x S L 








Figura 5.1.1. Uma barra sólida condutora de calor. 
Este problema descreve a variação de temperatura ao longo do fio de comprimento 
L. Supondo-se que em cada secção perpendicular do fio a temperatura é constante. 
A condição de contorno u(0,t) = u(L, t) = 0, indica que a temperatura nos 
extremos é nula. A condição inicial u(x,O) = ƒ (x) descreve a temperatura em cada ponto x E 
[0, L] no instante t. Para resolver o problema (5.1) aplica-se o método de Fourier. Admite-se 
uma solução separável da forma: 
V 
u(x, ú) = x(x). T(t) (52) 
onde X é função de x e T é função de t. Assim tem-se a2â,ÊXT = âtTX. dividindo-se por 
X. T aê 0, vem 
~ 1 (ÍZX 1 dT az-i = --- X dxz T dt 
x" 'r' 
X "' a2'r”. 
¬ Il I 
. . . , , . x .T , Para que a igualdade seja verdadeira e necessario que _; = Â e E = Â, onde 7» e uma 
constante de separação. Então tem-se duas EDO”s, 
x"- Àx = o (53) 
T'-Âa2T = 0 (5.4) 
A equação (5.2) deve satisfazer as condições de fronteira 
u(0,t) = X (0). T(t) = 0, Vt 
u(L, t) = X (L). T(t) = 0, Vt 
Para evitar a solução trivial T(t) ab 0, então 
X(O) = X(L) = O (5.5) 
Os autovalorese as autofunções da equação (5.3) são os mesmos da equação. 
(4.5) de onde obtém-se 
an = _ n = 1,z,3, 
Xn = c,,sen(%tÍ), n = 1.2.3, 
Substitui-se o valor de K na equação (5.4), então 
T'+ (mT“)2.T =o 
sendo T = ek* e T' = ke”, logo 
ke” + (ft-Zi!-)2.e'“ = O
20 
TUI!! 2 
Logo, T,,(z) = D.e“(T) “, n = 1,2,3, (5.õ) 
Onde D é uma constante de integração. 
Agora substituindo-se os valores obtidos para X (x) e T(t) na equação (5.2) 
obtém-se: - 
nua 2 
u(x, t) = De_(T) t.c,,sen . 
Seja D.cn = Bn, então 
_ -'Ê 2 nnx 
un(x, t) = Bn.e ( L ) t.sen 
11:12 
n = 1, u1(x¿t) = Ble (L) tsen(%) 
n = 2,u2(x, t) = B2e_(£;£)2tsen 
~ 
~ 
-(en n = p,u¡,(x, t) = Bpe sen 
' Onde as constantes B1,Bz, ...,B¡, são arbitrárias. Somando-se todos os valores 
obtidos quando p -› oo para u(x,t), tem-se - 
~ 
-(aff u(x, t) = 2°,§=1Bne sen . (5.7) 
Para satisfazer ao condição inicial u(x, 0) = f (x), vem 
_(l2f35)20 nnx u(x, 0) = 22,21 Bne sen 
u(x, 0) = 2°,§=1 Bne° sen 
u(x, 0) = 2Ç1°=1 Bn sen 
f(×) = 2;; B" sen . _ (5.s) 
O cálculo de Bn é semelhante ao procedimento utilizado no capítulo 4 de onde obtém-se como 
resultado a equação (4.12), portanto, 
_ E L nnx 
. 3,, L fo f(x) sen (T) dx. (5.9) 
Substituindo-se o valor de Bn na equação (5.7), encontra-se 
u(x, t) = %2§¡°=1 [f0Lf(s) sen ds] .sen . e_($)2t. (5.10)
21 
onde S é variável de integração e x é a variável independente. A equação (5.l0) descreve a 
variação de temperatura ao longo do fio de comprimento L satisfazendo as condições iniciais 
e de contomo do problema (5.l). 
~ r 
5.2. VIBRAÇOES DE UMA CORDA ELASTICA 
,_ 
O problema da corda vibrante foi um dos principais problemas matemáticos do 
século XVIII. A equação da onda foi estudada por D”A1embert em 1746, atraiu a atenção de 
Euler (1748) e Daniel Bemoulli (1753). E 
u O modelo matemático das vibrações de uma corda elástica de comprimento L, que 
está fixa nas extremidades é a EDP (5.11) conhecida como equação unidimensional da onda. 
a2u,,,, = um 0 5 x 5 L, 1: 2 0 (5.11) 
Onde a é a velocidade de propagação das ondas ao longo da corda. 
____ 
u(x, t) 
x= O x=L 
Figura 5.2.1 Uma corda vibrante 
V A incógnita u(x,t) que depende do espaço x e do tempo t, descreve o 
deslocamento vertical- da corda no ponto x no instante t. Como os extremos estão fixos as 
condições de contomo são 
u(0,t) = 0 e u(L, t) = 0, t 2 O (5.l2) 
E as condições iniciais são 
u(x,0) =f(x) e âtu(x,0) = 0, 0 S x S L (5.13) 
Onde ƒ (x) é uma função dada que descreve a posição inicial da corda em 
t = 0. 
r Admite-se como solução separável da equação (5.l 1) a equação (5.14). 
u(x, t) = X(x).T(t). (5.14)
22 
onde X depende de x e T depende de t. Logo 
‹z2X"T = T"X 
dividindo-se a equação por X. T #= 0, vem 
~ 
ä _ L" X a2T 
Para que essa igualdade seja verdadeira é necessário que 
~ % = /1 e E7-À? = Â 
Onde 7» é uma constante de separação. Assim obtém-se duas EDO°s. 
X”-ÀX = 0 (5.15) 
T_"- ,1a2T = 0. 
_ (5.1õ) 
A equação (5.l4) deve satisfazer as condições de contomo (5.l2), então 
u(0, t) = X(0).T(t) = 0, Vt 
u(L, t) = X(L). T(t) = 0, vt 
Evita-se a solução trivial fazendo T(t) 92 0, assim 
X(0) = X(L) = 0, Vt (5.l7) 
Os autovalores e as autofunções da equação (5.15) são as expressões (4.7) e (4.8) 
respectivamente, logo.
` 
/ln = - n = 1, 2, 3, 
X" = cn sen n = 1,2,3, 
Substitui-se o valor de 7» na equação (5.l6), então 
,, nn 2 2 T + (T) a T _ o 
SejaT = e", T' = re" e T"= r2e",logo 
z 2 
2 «rt nfla rt _ 2 nflíl nffa r e + .e -0, r + =0 eportantor = i 
Onde a solução geral é da forma
V 
nrrat nrrat 
T(t) = Dn cos + Pn sen 
Sendo Dn e Pn constantes de integração.
_ 
Substituindo-se os valores de X e T na equação (5.14), vem 
u(x, t) = [Dn cos + Pn sin .cn sen 
u(x, t) = [Dncn cos + Pncn sen .sen .
23 
Sendo An = Dn .cn e Bn = Pn.cn, então 
un (x, t) = [An cos + Bn sen . sen 1 
n = 1, u1(x, t) = [A1 cosA(ifÍ) + B1 sen sen 
n = 2, uz (x, t) = [A2 cos + B2 sen sen 
n = k, uk(x, t) = [Ak cos + Bk sen sen ç _ 
Somando-se todos os valores obtidos quando k -› oo para u(x, t), logo 
u(x, z) = )j;,°=1[A,, aos + 3,, sin .sin (5.1s) 
A equação (5.18) deve satisfazer as condições (5.13), então pela condição u(x, 0) = ƒ (x), 
vem 
u(x, 0) = 2°,§=1 [An cos + Bn sen sin 
u(x, 0) = 2§,°=1[An cos O + Bn sin 0] sen 
foz) = Zizi An sen (11-ff). 
, 
Pelos estudos desenvolvidos sobre séries de Fourier percebe-se que f (x) tem 
período 2L e An é coeficiente da série, logo 
An = Êƒol'ƒ(x). sen dx. (5.19) 
Pela condição inicial ô,u(x,0) = 0 determina-se Bn V 
ao . 
TLTTG TITCGÊ TUTCI TITICIÊ 7l7Z'.X' 
âtu(x, t) = 
Tê 
[-Açn T- sin + Bn Tcos sin 
ÍP48 ví-1 IB3 
nrca 
_ 
nrra0 nrra n1ra0 _ nrrx 
â,u(x, 0) = - T sm + Bn T cos sm 
ô,u(x,o) = zäzlsnsen = o. (520) 
Para determinar Bn multiplica-se os dois membros da equação (5.20) por sen e aplica-se 
a integral em relação a x de O a L. 
2;i,°=1Bn$ ƒ0L sen _ sen dx = ff 0. sen dx. 
0, se n ¢ s mm L zz* 
_ 
~1-fmz . Bu-_-r = 0.sl1n L 




.. 3,, = o (521) 





2 L xrrx nrrat nrcat nrcx 
u(x, t) 
_ E L f (x). sen dx. cos + 0. sen .sen 
uÀ(x, t) = 2°,Í=1 foL ƒ(x'). sen dx'] .cos . sen (5.22) 
onde x' é a variável de integração e x a variável independente. 
Portanto, (5.22) é a solução da equação (5.l 1) satisfazendo as condições de 
contomo,(5.12) e as condições iniciais (5.l3). 
nv I 
6. INTRODUÇAO AOS SISTEMAS TERMOELASTICOS 
A deformação de um corpo termoelástico que varia no tempo leva a uma mudança da 
distribuição de temperatura no corpo e reciprocamente. A energia intema do corpo depende 
da deformação e temperatura. O sistema- termoelástico descreve 'o processo acoplado 
mencionado anteriormente. Em geral está constituído de uma equação elástica_e Luna equação 
do calor as quais são acopladas de uma forma que se considera a transferência da energia 
mecânica e a energia térmica, veja Nowacki (1986) [12]. 
A existência, regularidade e comportamento assintótico de sua solução foi estudada 
exaustivamente para sistemas termoelásticos lineares e não lineares, pode-se conferir o estado 
da arte desses resultados consultando Racke (1996) [7] e poderá reparar muitas situações 
muito interessantes. Neste trabalho restringiremos nosso interesse unicamente para sistemas 
lineares. . 
p 
As equações que descrevem Luna barra termoelástica linear de um material homogêneo 
são,
A 
ôfu(x,t)-õÍu(x,t)+aôx‹9(x,t)=0, [0,L]×[l * 
(6 1) 
õ,‹9(×,r)-ô§0(×,r)+ fiõ§,u(×,:) = o, [o, L]×x:| * 
onde a variável u(x,t) é o deslocamento e a outra variável 6l(x,t) representa a temperatura 
resultante a partir da temperatura de referência. Os coeficientes a, ,B são constantes. 




õfw(x,t)-Aôfw(x,t)+A2w(x,t)+aAt9(x,t)=0, Q×|I| * - 
(6 2) 
ô,ô'(×,r)-A0(×,r)+‹9(×,r)+,õ'Aô,w(×,1)=0, mn* 
onde Q C [1 2 é um domínio limitado no plano com fronteira bem regular F = ÔQ , a variável 
w(x,t) representa a deflecção vertical e a outra variável 6(x,t) representa a temperatura 
relativa sobre o estado de tensão livre, 9 E 0 e as constantes são representadas por a, B. 
Faz pouco tempo, se mostrou que a dissipação de calor sozinha era suficientemente 
forte para induzir um decaimento da energia dos dois tipos de sistemas mencionados 
anteriormente com muitos tipos de condições de fronteira. Em geral, as condições de fronteira 
de um sistema termoelástico, estão constituídas de condições de fronteira de estrutura e 
condições de fronteira de temperatura. Aqueles que foram considerados para 0 sistema (6.1) 
são os seguintes 
0 Condições de fronteira de estrutura 
u(0, t) = u(L,t) = O, extremos fixos 
õxu(0,t) - a6(0,t) = 0 extremo livre 
_ 
(6.3) 
ôxu (L, t) - a49(L,t) = O extremo livre 
0 Condições de temperatura na fronteira, 
0(0,t) = 0(L,t) = 0, temperatura nula 
_, 6.4 
õx0(0,t) = õx6(L,t) = O, fluxo de temperatura nulo 
( ) 
Podem ser considerados outros tipos de combinações das condições de fronteira acima 
mencionados em cada extremo da barra. 
As condições de fronteira pesquisadas para o sistema (6.2) são os seguintes 
0 Condições de Fronteira de estrutura 
w = õvw = 0, lados engastados 
- w = AW +(1- ,u)B1w + aâ = 0, lados suportados 
6 5 Aw+(1-;¿)Blw+a6l=0, lados livres ( ' ) 
ÕVAW + (1 - ,u) â,B2w - ôvâíw + flõvó? = 0 lados livres 
onde V = (V1, V2) é o vetor normal unitário exterior, a variável y é taxa de Poisson; B¡ e B2 são 
operadores de fronteira definidos por definidas, 
2 2 2 2 2 Blw = 21/lvzôxw - v, õyw - vzõxw, 
Bzw = (1/12 - vã )ôÍyw + vlvz (õíw - ôšw) 
0 Condições de Fronteira de temperatura
zõ 
z11âVó›+À¿â= o (ó.õ) 
com zl,,Â2 2 O , Ã. +Â.¿ ¢ 0. Quando Ãl = O corresponde a temperatura nula; quando Ã2 = 0 
corresponde ao fluxo nulo; quando Â1, Ã2 ¢ 0 corresponde a lei de esfriamento de Newton. 
Seja Qcl] “ um domínio limitado com fronteira regular I`=õQ de classe C2 e 
considere um corpo termoelástico homogêneo, isotrópico linear de dimensão n ocupando Q 
em seu estado não deformado. Para um ponto material com configuração x e U “ no tempo t 
considere u(x,t) e 0(x,t) as variáveis que denotam o deslocamento e a desvio de 
temperatura do estado natural da configuração de referência. Então as variáveis u, 6 
satisfazem as equações do sistema termoelástico 
ôfu -,uAu -(Â + ,u)Vdiv(u) + aV.0 = 0, em Qx I] J' 
até-Aó›+ fià¡v(ô,u) = o, em rz×u + 
A 
(õ.7) 
u(0) = u°, ô,u(0) = ul, 0(0) = 9°, em Q 
com ausência de forças externas e fontes de calor, onde /1, ,u > 0 são chamadas de constantes 
de Lame e a, /3 > O são parâmetros de acoplamento. Os símbolos A, V e div denotam os 
operadores de Laplace, gradiente e divergência nas variáveis espaciais, respectivamente. As 
representações u(0), ô,u(0) e 9(0) denotam funções u(x,0), õ,u(x,O) e 0(x,0) 
respectivamente. 
7. A TEORIA DA TERMOELASTICIDADE LINEAR 
A termoelasticidade é uma teoria que estuda o efeito do campo de temperatura 
sobre o campo de tensão e o efeito associado do campo de tensão sobre as condições térmicas 
num sólido elástico. Este estudo limita-se a sólidos perfeitamente elásticos submetidos a 
pequenas deformações e flutuações infinitesimais de temperatura. Estas suposições são 
suficientes para justificar a dedução termodinâmica da equação de estado de um sólido 
elástico. 
As equações da termoelasticidade resultantes são lineares se a variação de algumas 
quantidades mecânicas e térmicas com a temperatura podem ser desprezadas. Observa-se que 
a deformação de mn sólido perfeitamente elástico é um processo reversível, a difusão de calor 
acontece de forma irreversível de maneira que a dedução das equações de campo terá que ser 
baseada na teoria de processos irreversíveis.
27 
O desenvolvimento de uma teoria termodinâmica irreversível fomece as 
ferramentas necessárias para estabelecer uma teoria própria da tennoelasticidade. Asstune-se 
que as constantes elásticas independem do tempo. Em geral em termoelasticidade as 
constantes elásticas dependem da posição do ponto x no corpo. 
Quando as constantes elásticas não dependem da posição do ponto x, o corpo é 
chamado homogêneo. Quando as constantes elásticas mudam de um ponto a outro, o corpo é 
dito não-homogêneo. 
Entende-se por elasticidade a capacidade do corpo para restabelecer sua 
configuração original depois que as forças que causam a deformação sejam retiradas. Mais 
precisamente, elasticidade é um estado do meio contínuo que é caracterizado pela relação um 
a um entre as componentes de tensão e deformação, sendo que uma deformação nula 
corresponde a uma tensão nula. 
Um corpo é chamado isotrópico, se suas constantes elásticas não dependem da 
orientação dos eixos coordenados, ou em outras palavras, se aspropriedades elásticas do 
corpo são as mesmas em todas as direções. Quando o corpo não é isotrópico é chamado de 
anisotrópico. ~
_ 
7.1. EQUAÇÕES BÁSICAS DA TERMOELASTICIDADE 
Considera-se um sólido perfeitamente elástico, inicialmente não deformado, sem 
tensão e com temperatura uniforme T0. 
Considera-se as seguintes variáveis: 
T = T(x, t), temperatura absoluta do corpo; 
u = (ul, uz,u3), campo de deslocamento, com componentes ui = ui (x, t); 
x = (xl, x2,x3), variável espacial; 
V = (V1, V2,V3), campo de velocidade com componentes Vl- = V¡(x, t); 
e¡¡ = eu-(xçt) , componentes do tensor deformação; ` 
‹I¿¡- 
= a¿¡- (x, t), componentes do tensor tensão e 
p = p(x,t) densidade da massa do corpo.
_ 
Quando um sólido é defonnado por meios mecânicos ou térmicos aparecem o 
campo de deslocamento u e o campo de temperatura não uniforme T. Estas mudanças 
implicam na criação de um campo de velocidade V e uma distribuição de tensão e deformação 
descritas pelos tensores GU- e £¡¡ respectivamente (i, j = 1,2,3).
28 
Seguindo a tal deformação do estado de equilíbrio, a energia é transferida de uma 
parte do sólido para outro por deformação elástica e por condução de calor, então a teoria 
termodinâmica de processos irreversíveis serve deduzir as equações diferenciais parciais que 
descrevem este fenômeno. Esta teoria é baseada em três leis de conservação e na segunda lei 
da termodinâmica. 
la) A conservação da massa é expressa pela equação:
_ 
22 E _ 
Dt +pâx¡_ o (7.1) 
onde 
D_â+Va 
A Dr_âr Íâxj 
é um operador de diferenciação total. - 
2a) A conservação do movimento é expressa por três equações: 
i Õ i' . 
~ 1% = pXz +51-¡?.‹z = 1.2.3) 0.2) 
onde (X1,Xz,X3) são as componentes das forças aplicadas em X no corpo por unidade de 
massa. 
38) A conservação da energia é expressa pela equação: 
» D 1 _ â(Vz‹›z~) âF~ p¡(U+;vzvz) - pXzvz+-¿,;;,-'--;¿+Q (vô) 
onde U é a energia interna específica (por unidade de volume), Q é a razão com que o calor é 
gerado(por unidade de volume) por fontes internas ou extemas e F = (F1,F2,F3) o vetor 
fluxo de calor. ` 
48) A segunda lei da Termodinâmica é expressa pela equação: 
pä = pT§f¢+õi¡°% (7.4) 
Onde S é a entropia específica do sistema. As equações (7.l), (7.2), (7.3) e (7.4) são o ponto 
de partida para a dedução das equações diferencias parciais que governam o movimento de 
um sólido elástico conduzindo calor. 
7.2. EQUAÇÕES DA TEORIA LINEAR 
. 
' No caso linear os desvios do equilíbrio mecânico e térmico são ambos pequenos, 
de maneira que o máximo deslocamento é bem menor do que a amplitude efetiva da onda de 
perturbação, e outra exigência é 
MAXIT - T0] << T0 (7.5)
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Isto é, o MAX IT - TOI é uma pequena fração da temperatura de referência T0. Sobestas 
exigências os produtos dos desvios de todas as quantidades físicas do estado de referência e 
suas derivadas espaciais podem ser consistentemente desprezadas. De maneira que o tensor de 
defonnação infinitesimal é dado por « 
1 ôui âu~ 
Síj = V
V 
Também, o operador diferencial Total 2% pode ser substituído pelo operador simples â . 
W 
Supõe-se que cada constante elástica e térmica nesta teoria linear não depende das 
variáveis de estado (deformação e temperatura). Assim as equações diferenciais parciais 
tomam-se lineares. ~ 
Portanto a equação (7.l) reduz-se a: 
1 õ Õ19 --E + 1. = Ú, ç 
_ p ât ôt _ 
, . ~ a - . ~ , _ onde 19 e a dllataçao e denota-se 19 = Ô-É = £¡¿ e cuja soluçao e, p = poe 19 com
i 
podenotando a densidade inicial uniforme do sólido. Como a dilatação 19 é pequena, então 
_ 
P = /1‹›(1 - 19)- (7-7) 
A equação (7.2) reduz-se a forma familiar: 
azui _ Xi_-+ô0'¡¡' PÇ?? - Pi 
As equações da energia e entropia ficam da forma: 
â(u+1V2)- X1/+a(v ) 6143+ Í _ p l l lalj Q 
ÔU _ âãij pât`pâc aliar ' 
" Multiplicando (7.2) pela velocidade V,- e fazendo a diferença com (7.3) encontra- 
se: 
âu_ av, âF,-+ 
paz `””âx, ax, Q 
utilizando a simetria do tensor tensão, logo: 
av, 1 av, avz azi- O`¿j""" = -0'¡j __'+í] = 0'¡j-l 




Colocando (7.4) no caso linear e substituindo em (7.8), encontra-se: 
as âF pf; - -,.,-,,j,+Q 0.9) 
Ou na forma altemativa, 
' É _ _”. -Q 2_flâ_T 
paz âz¡( r)+r r2ax¡' (Im) 
A relação (7.9) tem a forma da equação de balanço de entropia do sistema. Isto nos diz que a 
mudança de entropia é devido a divergência negativa de um fluxo, o fluxo de entropia, 
denotado por F; = - somada a uma fonte de entropia denotada: 
pcs) = -Í-;§-,Í 0.11) 
Esta fonte de entropia pode ser escrita como: 
P(S) = F¡X¡. (7-12) 
Onde os fluxos F¡ são dados em tennos das forças termodinâmicas X ¡ pelas equações 
fenomenológicas: 
F}- = L,-¡X¡ (7. 13) 
Os coeficientes L¡¡- satisfazem as relações ONSAGER, isto é, L¿¡ = L¡¡. Comparando estes 
resultados de (7.11) até (7 .13), assim 
1ôT &='fiä' 
Então 
_ LU- ar E--Fã' 
onde LU- é uma constante. A expressão anterior é chamada lei de Fourier. Neste texto 
interessa-se nos meios isotrópicos, então 
ar F- = -k _ .14 1 ax, (7 ) 
onde k é a condutividade térmica. Substituindo-se (7.14) em (7.9) obtém-se: 
prä =k¡':-1-¡§+Q 0.15)
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7.3. RELAÇÕES TERMODINÃMICAS 
Nesta seção faz-se a dedução das relações que determinam as componentes de 
tensão a¿¡ e a entropia S como funções do deslocamento ui e a temperatura T. A equação de 
estado de um sólido relaciona os elementos cr¿¡, e¡¡ e T. Tal relação não pode ser deduzida por 
meios termodinâmicos, a menos que se utilize alguma hipótese adicional. 
Como o corpo é perfeitamente elástico e a tensão depende unicamente das 
variáveis de estado s¡¡- e T, não de suas derivadas com respeito ao tempo, a fimção 
termodinâmica associada com estas variáveis é a energia livre de HELMHOLTZ: 
F(z¿,-,T) = U(zi¡,r) - Ts(â¡,-,T). (7.1ó) 
As funções U, F ,e S são funções de estado, isto é, seus incrementos perante a mudança do 
estado do corpo elástico são totalmente diferenciáveis. Estas ftmções são chamadas também 
de potenciais termodinâmicos. 
Escrevendo na sua forma diferencial a equação de entropia, tem-se: 
pdU -pTdS = a¿¡ds¡¡ (7.17) 
A equação (7.l6) é equivalente a: dF = -SdT + ígdsij. Da relação diferencial total 







ai, = pä (7.1s) 
_ _¶ s _ ar. (7219) 
Desenvolvendo-se a função energia livre em série de Taylor no entorno de (0,T0), em duas 
variáveis: 
F(€¿j, _ T0) = + _ T0)âTF(0, T0) + 
1 1 + E 
_ T0) + _ + "' 
Utilizando-se (7. 18) mostra-se que a equação que relaciona a¡¡-, s¿¡- e T é da forma: 
Uij = Aij + Bijzkfkz + Úi¡'(T - To) + °". A 
A 
ar a21‹¬ â2F 
0IldC, Azi - pag” (O,T0), B¿¡'k¿ - pagijaekl, CU' -
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Por hipótese tem-se que a¿¡ = O quando 5,-¡ = O e T = T0, então: 
O = Aij + Bijklo + Cijo + "' = AU' = O 
Alémh disso, podemos desprezar produtos de deformações e derivadas com respeito a 
temperatura das quantidades B¿¡k¿ e C¿¡ assim os demais termos das séries de Taylor são 
nulos, usando propriedades de isotropia, o número de elementos independentes do tensor de 
quarta ordem B¿¡k¿ reduz-se a dois, também CU- = (11 + aôíj. 
Um tensor isotrópico de quarta ordem tem a representação: B¡¡-kl = /1ó`¿¡ ô`k¡ + 2¡.¿ó`¿k8¡¡, onde 
~ , . , _ En = E ~ Âe ¡1 sao constantes de Lame, isto e, Â (1+n)(1_2n) e pt zum) logo a equaçao de 
estado sólido sob consideração é descrita por: 
E E E 
' 
0'¿¡- = TJ?-Si] + ~8kk8¡j - ¶T% (T _ T0)Õ¡¡' (720) 
onde'E e 71 são módulo de Young e razão de Poisson respectivamente, e o coeficiente de 
expansão térmica de volume é: a = 2%? Da equação (7.l7) obtém-se, 
as - 1 du la " _ T pTU£” 
Utilizando-se as equações diferenciais: 
du = aTuâ+§-€'f-_âzi,- t (7.21)
U 
às = ôfsdr +585-_ (722)
U 
Obtém-se: 
as = âôfuâr + - dz), (723) 
Comparando (7.21) e (7.23) tem-se: 
Tars = âTU (7.24) 
Y 
' ÔS _lâU_fi 
âE¿¡~ T âs¿¡ pT' (725) 
O lado esquerdo de (7.24) é o calor específico e constante de deformação que denota-se por 
C0, isto é: 
C0 = ÔTU =TâTS. (7.26) 
Da equação (7. 16) tem-se 
Ô” _ Ô_"__T_?í _ _ _ 
as” aa”, âTF afu Tars 5.
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Fazendo uso das relações (7.24) 'e (7.25) observa-se que as identidades anteriores são 
equivalentes a: _ = 51 e aTF = -s. 
Ôfij P 
De (7.7) obtém-se: Õ-fp» = 0. Das últimas duas relações tem-se: 
(7.27) 
`<'*_S _ -EE 
Õãij p ÔT ' 
E das equações (7.25) e (7.27), tem-se:
' 
ÔU __ 0'¡¡' TÔO'¡¡' 
Sendo a densidade p constante e pela equação (7.7) a deformação(dilatação) é constante. 
Substituindo-se (7 .20) em (7.27) e (7.28) obtém-se, 






p[(1+r¡)(1-217) 198” + (1+z1) EU +3(1-211) ôlll. (730) 
Substituindo-se (7.27) e (7.30) na fórmula diferencial (7.2l) e utilizando a fato, skk = ei]-ó`¿¡ 
quandoi = k =j, então: 
du = Í [ia-dz--+-i--E" z da +í-E“T° dz ]+c dr. p (1 + n) ” ” (1 + n)(1-211) '°'° '“'° 3<1-211) '“'“ ° 
Trata-se de uma diferencial exata que integrando resulta: 
u(zi¡,T_) - U(o,T0) = ââijzíj + i; (T - T0)z9 + c0(T - T0) (731) 
Na relação anterior C0 (T - T0) é o termo que representa o conteúdo de calor por unidade de 
. 1 , . ~ . massa, o termo 5 a¿¡-£¿¡ e a energia de defonnaçao por Lmidade de volume do corpo, o termo 
Ea 
(T T ) 
3/›(1 - 211) ° ' 
É conseqüência da interação da deformação elástica e a difusão ténnica. De maneira 
semelhante, de (7.26) e (7.29) tem-se
H 
= -í- s -. às Ea â + c dT 
3p(1 - 211) kk ° T 
Integrando a diferencial exata exterior, obtém-se: 
s(z¿,-, T) - s(o,T0) = äyâkk + co ln (732)
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_ 
› Nota-se que mudanças elásticas são processos reversíveis e não geram mudanças 
de entropia. O termo C0 ln é a mudança de entropia devido a condução de calor, somente 
O _ 
E , . , . e o termo Ê, resulta de um acoplamento de mudanças termicas e elasticas. 
7.4. EQUAÇÕES PARA O CAMPO DE DESLOCAMENTO E TEMPERATURA 
Nesta seção determina-se as equações diferenciais parciais lineares para o 
fenômeno termoelástico. 
Da equação (7.32) resulta: 
À 
ôts = šbñl-?¬í_'_äa,z9 + %âtT. 
Substituindo-se na equação (7.15) tem-se: ~ 
pC0â,T + iiâtü = kAT + Q. 3(1 - 217) 
Fazendo uso de (7.5) substitui-se Tâ,19 por T0ô,19 então a expressão' anterior fica 
câT+ EaT° âz9-1‹AT+ 
t p°ôr 3(1-211) f _ Q' 
Agora substitui-se a equação (6.20) em (6.2), então: 
ET] Ô19 E Ô£¿¡'_ Ed ÔT u' _ 2
' 
<1+n›<1-zn›õ×z+‹1+n)õ×z s<1-2n›.õ×z+pX' pa*"*' (733) 
Estas equações pedem ser escritas na notação vetorial. Seja u = (ul, uz, u3), então as 
Variações, 
ag” - 1(A +vd' ) 
619 - va' 
âxj 2 
'U IVU , axi 
- IVU 
de maneira que as equações (7.32)e (7.33) tomam as seguintes formas, 
E A + E va' Ea vT+ X az ---Z u í---- 1vu-í--- = u 2(1+n) 2(1+n)(1-211) Bu-211) p p ' 
6
_ 
câT+ E“T° ad' -1‹AT+i' p°* 3(1-2n)ar"”“` Q' 
Interessa-se em obter as equações em dimensão um (n = 1), então as equações 
tmidimensionais são: 
pc0ô,T + 3(%°n)âtz = 1‹ô,§T + Q, (734)
435 
paãu - px = íäñôgu - 3(1%7)a,,T (735) 
Escrevendo-se 6 = T - T0 e tomando-se sólidos livres de forças e fontes extemas de calor, 
isto é, X = O e Q = 0, então (7.34) e (7.35) ficam da forma: ` 
E Ea 2 _ í___ 2 ___í_ = pôtu 20 +n)â,,u+3(1 _2n)ô,,6 0, 
EUTO 
pc0a,e - kafe + *_-aštu = o, 3(1 11) 
' Mudando-se convenientemente a escala de x e t, e usando o fato de que todas as 
constantes que aparecem são estritamente positivas, elas não mudam a natureza das equações 
diferenciais parciais resultantes, então pode-se escrever o sistema de equações de seguinte 
modo:
_ 
ô§u(x, t) - â§u(x, t) + aõx6(x, t) = 0,' 
ô,0(x, t) - â,Ê6(x, t) + ,6ô,Êtu(x, t) = 0, 
onde cr e B são constantes. 
7.5. TERMOELASTICIDADE CLÁSSICA 
' Propomos iniciar com 0 seguinte problema de valor inicial da termoelasticidade 
clássica no domínio limitado ]0,L[, L >0, 
_ V 
ôfu-âÍu+,[›'ôx49=0, em ]0,L[×E|“` 
(736) 
8,49-ôÍt9+aõÍ,u = 0, em ]0,L[×l] * 
onde u e 19 são filnções de (x,t) E ]0,L[×[l *descrevendo o deslocamento e a diferença de 
temperatura do material termoelastico considerado, respectivamente; as constantes positivas, 
a e ,Bi são constantes materiais dados pelos diferentes materiais. Alem disso temos as 
condições iniciais, 
A u(x=0)=u°, ô,u(x=0)=u1, 0(x=0)=t9° (7.37) 
e as condições de fronteira Dirichlet - Neumann, 
u(x=0)=0, u(x=L)=0,
( . 7.38 õxâ(×=0)=o, â,â(×=L)=‹›. ) 
A solução do sistema termoelástico Erro! Fonte de referência não encontrada.- 
Erro! Fonte de referência não encontrada. é um fato bem conhecido (boa colocação do
36 
problema), também é conhecido que sua energia associada vai para o zero exponencialmente 
para dados iniciais satisfazendo a condição natural
` 
m,,° = fó›°(×)à×=o ç
A 
caso contrário a relação 0 - mao deve substituir a variável 9. Para maiores detalhes deve-se 
consultar Slemrod (1981) [8] e Jiang & Racke (2000) [15]. 
8. O SISTEMA DE EQUAÇÕES DA VIGA DE TIMOSHENKO 
As vibrações transversais de uma viga são descritas matematicamente por um sistema 
de duas equações diferenciais parciais acopladas, dadas por: 
_ 
ffizz ~ kwzz - lflflz = 0. em]0. L[ × ]0.°°[ 
1/Izz - bl/Jzz + k(‹/nz + 1/1) = 0.em 10. L[ × ]0.°°[ 
onde, L > 0 é o comprimento de Luna viga uniforme em seu estado de equilíbrio, a variável 
t é o tempo e variável x denota a coordenada espacial ao longo da viga. A função ‹p(x, t) é a 
deflecção da viga em relação ao seu estado de equilíbrio e ¢(x, t) é o ângulo total de rotação 
da viga. O significado preciso das funções, coeficientes e termos que aparecem nas equações 
acima podem ser encontrados em Timoshenko (1955) [14] e Russell (1986) [9]. 
,O sistema acima é conhecido como sistema de TIMOSHENKO é intensamente 
utilizado em muitos sistemas mecânicos, como artefatos espaciais ou braços de robôs com 
ligações flexíveis. Esses sistemas mecânicos podem ser modelados como uma combinação de 
partes elásticas e rígidas. Muitas aplicações espaciais futuras, como uma estação espacial 
dependem de materiais leves e com sistemas de controle de alto desempenho por causa da 
necessidade de alta precisão pontual e contínua. Para maior informação veja Banks et al. 
(1995) [2]. 
O modelo matemático descrevendo as vibrações da viga com extremidades fixadas 
esta fonnado pelo sistema de Timoshenko, as condições de fronteira e as condições iniciais, 
ôfço - kâíø- kôxyf = 0, em ]0, L[ ×|] * 
2 _ 2 _ (s.1) 
» õty/ bâxz/+k(õx‹;›+://)-0, em ]0,L[×EI 
com condições de fronteira, 
ço(0,t)=0, ço(L,t)=0, t>0
( 8.2) 
1//(0,t) = 0, 1//(L,t) = 0. t > 0
37 
e dados iniciais, , 
¢(×›0)=¢°› @.‹fl(×›0)=¢*z em l°zL[ 
(ss) 
1//(X,0)=‹//°, 6.1/f(X,0)=‹/f', em ]0,L[ 
Quando é tomando em conta a fricção o sistema Erro! Fonte de referência não encontrada. se 
transforma no seguinte sistema,
_ 




onde as constantes a, ,B são positivas. Os termos representados por aâtço e ,Bô,¡// são 
interpretados' como a ação do atrito na vibração vertical e no ângulo de rotação das 
componentes da viga, respectivamente. 
As propriedades dissipativas associadas ao sistema (8.4) foram estudadas por muitos 
autores considerando mecanismos dissipativos de tipo friccional ou viscoelástico. A 
dissipação friccional, obtida pela introdução de um mecanismo de fricção que atua na 
fronteira ou em todo o domínio, também já foi estudado por muitos autores. A dissipação 
viscoelástica, dado por efeito de memória, foi também considerada. 
Quando se considera o sistema de vibrações de Timoshenko com um mecanismo de 
historia passada, espécie de memória que leva em consideração uma integral com um extremo 
infinito, possui a seguinte formulação, 
‹z›.z 
- kw.. - kz/zz = 0 (85) 
z/zzz 
- bz/az + f;°g<s>z/›..<×, f - nas + 1‹‹‹z›. + 1/›› = 0 ‹8.õ› 
com condições iniciais, 
¢›(x,0) = ç0°, õtç0(x,0) = (01, em ]O,L[ 
(87) 
1//(x,0) = 1//°, õtz//(x,0) = 1/, em ]0,L[ 
Uma das preocupações é saber sobre seu comportamento assintótico de suas soluções, 
portanto é necessário reescrever 0 sistema de modo a aplicar técnicas no contexto mais 
favorável. Para obter este objetivo introduzimos uma nova variável N' para mudar a equação 
(8.6) fazendo: 
Nf(x, s) = 1/J(x, t) - ¢(x, t - s) (8.8) 
Isolando-se a equação (6.4l), tem-se: 
` 
1/J(x, t - s) = 1/›(x, t) -- N”(x, s) (8.9) 
Deriva-se parcialmente a equação (6.42) duas vezes com relação a x , vem 
1l1z(x›f - S) = 1/Jz(X. f) - N§(X›S)
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« 
aízp (x,z - S) = âíz/z (x,z) - â:1v*(x,s) 
Substituindo-se na integral, tem-se: 
ƒ§°.‹1‹s>¢zz‹z.z - sms = f;°.q‹s>z/mx, ads ~ fg” g‹s>~;z (mas ‹8.1‹›› 
Substituindo-se a equação (6.44) na equação (6.40), tem-se: ~ 
' 
1/Jzz 
- bllôzz + 
fo 
9(S)1/Jàzz(x. t)ds - 
fo 
.‹1(S)Nšz(x.s)dSi+ /‹‹/›zk¢ = 0 
1/zzz 
- z/›z,z<b - fg” mas) - f¿`°.q<s›N;,z cx. sms + 1‹‹z›z + kw = 0 ‹8.1 1) 
O sistema resultante após substituições apropriadas será, 
(Ptt _ kfpxx _ Mpx = O 
z/zzz 




.q‹s›~;,, (mas + 1‹‹z›z + kz/› = 0 
NÊ(Xz S) + Nš (X› S) = 1I1z(X› f) 
e as condições inicias são dadas por 
' 
_ 
ço(x,0) = ¢°, õt‹p(x,0) = (ol, em ]O,L[ 
1//(x,O)=‹//°, 6,1,//(x,O)=‹//1, em ]0,L[ 
No (x,s)=z//°(x,0)-1//°(x,-s) em ]0,L[×|ÍJ * 
isto significa que a historia será utilizada com um dado inicial. Consideramos condições de 
fronteira de tipo Dirichlet, › 
¢(o,r) = 0, ¢(L,¢) = o, r > 0 
zp(0,r) = 0, ‹;×(L,r) = 0. t> 0 
porém podem ser utilizados outros tipos de fronteira. Com relação a função núcleo g consideramos 
as seguintes hipóteses, 
' 
g(t) > O, existem constantes ko, kl kz tal que 
-1<0g(t) 5 g'(t) 5 l<1g(t), g"(t)| 5 1<2g(t), t 2 0, e 




O fenômeno termoelástico, que ocorre quando um sólido elástico inicialmente não 
deformado, sem tensão e com temperatura uniforme T0, é deformado por meios mecânicos ou 
térmicos, no qual a energia é transferida de uma parte do sólido para outro pordeformação 
elástica e por condução de calor, é govemado pelo sistema de EDP°s lineares da forma 
- â,2u(x, t) - â,fu(x, t) + aâ,,0(x, t) = O 
V 
ât6(x, t) - â,š6(x, c) + 36,*-;,u(x, t) = 0 
onde a e ,6 são constantes materiais que são fomecidas pelos matérias modelados, como 




Este sistema de EDP”s apresenta a equação unidimensional da onda acoplada de 
modo linear com a equação unidimensional do calor e é chamado na literatura de Sistema 
Termoelástico. Tal sistema descreve vibrações de uma barra muito fina, homogênea, formada 
por material condutor de calor sujeita a efeitos térmicos. A variável u(x, t) representa o 




O sistema tennoelástico também pode ser representado na forma matricial, dado por, 
'u ut O I O u 
at [ut] 
= Íuxx - a9,,1 = ô,Ê(.) O -aô,,(.) _ [ut] 9 Úxx ' fiuxr 0- ¬3Ôz(-) Ô§(-) 9 
Também, pode ser usado o mesmo método para escrever as equações do sistema de vibrações 
de Timoshenko na forma matricial. 
As EDP°s que descrevem o fenômeno' termoelástico são deduzidas através da 
teoria termodinâmica de processos irreversíveis, a qual é baseada em três leis de conservação 
e na segunda lei da Termodinâmica. 
Conservação da massa: 
DP Wi 
íz + P5; _ ° 
onde 
T D_â+Va Dr`ât fâxj 
É um operador de diferenciação total. 
Conservação do movimento:
_4o 
Dvi ÔUU '_ 
pít -. pX¡ +Txj,(l -- 12,3) 
onde (X1,X2,X3) são as componentes das forças aplicadas em X no corpo por unidade de 
IIIQSS3.. 
Conservação da energia: _ 
D(U+1vv)- Xv+a(ViU”) aFf+` pm 2:: Pit âxj âxjpQ ~ 
onde U é a energia interna específica (por unidade de volume), Q é a razão com que o calor é 
gerado (por unidade de voltune) por fontes internas ou extemas e F = (F1,F2,F3) o vetor 
fluxo de calor. 
Segunda lei da Termodinâmica: 
DU _ +_ DEU p Dt p Dt 0” Dt 
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